Una contribució a l'estudi de grups que operen sobre un producte d'esferes by Castellet Solanas, Manuel
Pub . Mat . UAB
nó 10, Desembre 1978
UNA CONTRIBUCIó A L'ESTUDI DE GRUPS QUE OPEREN SOBRE UN PRODUCTE
D'ESFERES .
1 . Introducci6
M . .Castellet ;`
L'estudi de grups finits que operen sense punts fixoi , sobre
una esfera está íntimament lligat al dels grups peribdics, és
a dir grups per als quals la cohomologia és peribdica o bé, equi-
valentment, tals que llurs subgrups de Sylow s6n ciclics o. qúa- .
ternibnics (1) . En aquest treball considero grups finits que
operen sense punts fixos sobre un producte d'esferes S n x Sn	
analitzo propietats homolbgiques i no,per tal que aixb sigui pos-
sible . La cohomologia utilitzada és sempre la de Tate i la no-,-
taci6 la de (1) i (2) .
2 . Acci6 d'un grup finit sobre S n x Sn
gia entera que Sn x Sn
X será .sempre una varietat compacta amb la mateixa, cohomolo-
és a dir FPX = Z, H'X = Z® Z, H2nx = Z,
4 1 Aquest és un resum d'un treball realitzat 1'any 1975 amb ajut
d'una Borsa d'Estudis de la Societat Catalana de Ciéncies Físi-
ques, Químiques i Matemátiques . El treball sencer será publicat
per 1'Institut d'Estudis Catalans .
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H iX = 0 per i y¿ 0 ; n, 2n.
Si G és un grup finit que opera lliurament sobre X podem
considerar la successi6 espectral de Swan Ep,q associada
a 1'acci6 de G sobre X ( 6) ; es té
En virtud de les propietats cohomolagiques de X i tenint
en compte que el bigrau de les diferencials d i és (i, 1-i)
ique a 1'operar G lliurament, E = 0, s'obté una successi6
exacta llarga
on n,8 i a poden ésser explicitades .
Suposem, ara, que l'acci6 de G sobre X conserva 1'orienta-
ci6 (és a dir, que el G-módul H2nX és trivial) . Aleshores un
petit cálcul mostra que 1'estructura del G-mbdul HnX = Z f Z
és també la trivial i per tant tenim :
Teorema Si G és un grup finit que opera sense punts fixos i
conservant 1'orientaci6 sobre un producte,d'esferes S n x
Sn .
es té una successi6 exacta llarga
E2,q = HP (G, Hq X )
p+ 2n +1,0
	
a>
E2, 2n H . E2 +n
+l , n a~ Ep+ 2n f 2,0 , . .
. . . ---> Hp + 2n+ 1
	
G a HpG S Hp + n+1 G H p +n +l G CL
0
_~ Hp +2n +2 G . . .
Corol .lari En les condicions anteriors, si IGI= r es té una
successi6 exacta .
0 ---HnG -y Hn +1 G -> Z/rZ ® Z/rZ -jHn +1 G HnG -~ O
(Ja que la finitud de G ens d6na l'isomorfisme HnG =
=Hom (H-nG, Z/rZ) = H
-n
G .
3 . Grups cohomólbgicament semiperiódics
Diré que un grup finit G d'ordre r és cohomológicament
semiperiódic-n (c .s .p .-n) si existeix una successi6 exacta
-0 ---> Hn-1G HnG--jZ/rZ ® Z/rZ - HnG
~H
n-1G -->0
Proposicib Tot grup periódic-n és c .s .p.-n
Proposici6 Si G és c .s .p .-n, aleshores
HnG / Hn-1 G = Z/hZ ® Z/kZ on h.k =¡G1
(És conseqüéncia de la definici6 i del teorema de Kulikov (5)) .
Proposici6 El producte directe d'un grup periódic-n per un
grup periódic-m és c .s .p .-(m .c .m .(n,m)) .
(Conseqüéncia de les f6rmules de Künneth) .
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Corol .lari
	
Si Qs és el grup de quaternions generalitzat
d'ordre S, es té
a) Z/rZ ® Z/sZ és c.s .p .-2
b) Z/rz x Qs és c.s .p .-4
c) Qr x Qs és c .s .p .-4
Teorema G = Z/pZ ® Z/pZ ® Z/pZ no és c . s . p.-n per a cap n .
Demostraci6 : Com que H2nG = G i
H2n-1G = 0, no pot existir cap
successi6 exacta com la del corol.lari de l'apartat 2, ja que
a G hi ha p3 -1 elements d'ordre p i a Z/p3 Z ® Z/p3 Z només
2
n'hi ha p -1 .
Z/pZ ® Z/pZ ® Z/pZ no pot operar sense punts fixos
i conservant 1'orientació sobre cap producte d'esferes de la
mateixa dimensi6 .
Corol .lar¡
Aquest corol .lari ja fou demostrat per Heller 1'any 1959
amb métodes totalment diferents (3) . La demostracib que n'he
donat té dos avantatges : d6na un resultat algebraic més fort
i és forga més curta i elegant .
4 . Grups semiperiódics
El teorema d'Artin i Tate que he mencionat a la introduc-
ci6 d6na una caracteritzaci6 dels grups periódics en termes
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de teoria de grups clássica : tot subgrup de Sylow ha d'ésser
cíclic o quaterniónic . Es planteja, aleshores, la possibili-
tat d'obtenir una caracteritzacib semblant per als grups
C.S .P .
Diré que un grup G és semiperiadic si tot subgrup de Sylow
de G és un producte de dos grups ciclics o quaternianics .
Proposici6
a) Tot grup periódic és semiperiadic
b) El producte directe de dos grups peribdics es semiperiadic .
c) Tot grup abelié semiperiadic és la suma directa de dos
grups ciclics .
Corol.lari Tot grup abelié semiperiadic és c .s .p.
El resultat següent permet determinar quins grups nilpotents
s6n semiperiadics .
Teorema Sigui G un grup finit nilpotent semiperiadic . Ales-
hores :
a)
	
1 Gi = 2a	+b. q
c+ d,
(2, q) = 1, a +b ?3, a < b , c 5 d .
G = S2G x (Z/qcZ x Z/qdZ ) on S 2 G = Z/2 a Z x Q 2b ,
Q2a x Z/2bz o Q2a x Q 2b
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b) G és c .s .p .-4 i
H4nG/ H4n-1 G	=Z/2agcZ
	
® Z/2bgdZ .
5 . A lqunes propietats d' extensi6
Els resultats d'aquests apartats estan encaminats a demos-
trar l'equivaléncia entre semiperibdic i c .s .p. o si més no
a sugerir com s'ha de modificar el concepte de c .s .p . per
tal de que valgui 1'equivaléncia .
Proposici6 El producte semidirecte Z/rZ d Z/sZ de dos
grups ciclics es c.s .p .-(2m) on m és l'enter positiu més
petit tal que tm = 1 mod r, éssent t la imatge de 1 E Z/rZ
per l'acci6 de 1 E Z/sZ .
(La demostraci6 utilitza els cálculs fets per Wall . a
Corol .lari Z/rZ íj Z/sZ només pot operar sense punts fixos
i conservant 1'orientaci6 sobre SKm-1 x S
Km-1 on K és
parell i m com a la proposici6 anterior .
Proposici6 Sigui G una extensi6 d'un grup periódic Q per
un grup ciclic N = Z/rZ . Si 2m no és un periode de Q o si
NQ Y£ N, el grup G no és c .s .p .-(2m) i, per tant, no pot
operar sense punts fixos i conservant 1;,orientaci6 sobre
2m-1 S2m-1
	
.
La demostraci6 resulta del fet que
HnG = HnQ ® HO (Q, HnN),
Proposici6 Si G és c .s .p .-n i U = Sp G és abeliá,
és c.s .p .-n .
conseqüéncia de 1'estudi de les diferencials de la succes-
si6 espectral de Lyndon-Hochschild -Serre (4) .
El punt essencial en la demostraci6 de la possible equi-
valéncia entre semiperibdic i c .s .p . radica en el .fet que
tot subgrup d'un grup c.s .p. sigui o no c .s .p . La següent
proposici6 n'és un resultat parcial .
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